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1 Décomposition isotrope déviatoire

En petites transformations les déformations d’un milieu continu sont données
par le tenseur symétrique

€= (Vi + Vi)

Il est usuel de décomposer ce tenseur en partie isotrope €'l (I est I'application
identité) et déviatoire ¢ par :

e=€T+eP avec tre? =0 (1)
Ce qui signifie que la déformation déviatoire ¢” n’induit aucun changement de
volume, la partie isotrope €’I, correspond (localement) & une homothétie de rap-

port el = ¢ (“TE a deux dimensions) qui prend en compte tout le changement

de volume ignduit par e.

En grandes transformations, les décompositions additives comme (1) n’ont
pas de sens, en effet, en petites transformations on compose les transformations
en ajoutant les déplacements alors qu’en grandes transformations on compose
les placements qui donnent la position des points matériels d’une configuration
a une autre.

Dans le cas des grandes transformations le tenseur décrivant les changements
de distances entre points voisins est le tenseur de Green C = F7 o F. Les
déformations sont définies par C ou par le tenseur de déformation & droite
U = C'/2 de la décomposition polaire :

F=RoU (2)

Le changement de volume est donné par le déterminant J de F.



Une fagon d’étendre la décomposition isotrope-déviatoire aux grandes défor-
mations est de décomposer U en :

1
_ gl/d
UJ/]Io<J1/dU) (3)
ot d est la dimension du probléme (2 ou 3).
On pose :
N 1

U correspond & une déformation sans changement de volume (local) en effet, R
étant une rotation son déterminant vaut 1 et on a :

J=detF =det R detU = detU

et, par conséquent :

- 1 1\*

De méme qu’en petites déformations, le tenseur J'/¢I correspond & une homo-
thétie, ici de rapport J'/?. Tout le changement de volume de la transformation
est pris en compte par J 1/d

En fonction de U , F' s’écrit :

F=JY"RoU (6)

La décomposition du tenseur de Greeen correspondante est (comme U, U
est symétrique) :

C=U%=JY oo JYol = <J2/d11) 0 2

soit en posant C=0%:
= (7)o
soit aussi : A 1
C= WO (7)
On a évidemment

det ¢ = (detU)2 =1

1.1 Différentiation de U et C

Pour déterminer la différentielle de U en fonction d’un incrément 6F de F,
on commence par différencier différencie la décomposition polaire F' = Ro U,

cela donne :
0F =06RoU+ RodéU



soit, en posant Q2 = JRo RT :
§F=QoF + RodU (8)

R étant une isométrie, w est antisymétrique. w dépend de V.« mais pas de
facgon simple sauf si F' = I. On différencie ensuite la relation (4) :

1 1

§JU 4+ ——6U +---

oU = NEYCES Ji/d

or :

6J = det (F 4 6F) —J
=det (Fo(I+F 'odF))—J
= J (det ((I+ F~'odF)) —1)

ce qui se développe en :

§J=J(1+tr(F'odF)+--—1)

c’est-a-dire :
6J=Jtr (F'obF) +---
d’or : ) i )
§U = —mw(F—1 oéF)U+m6U—&---~
soit : ) 1
5U:m(5U—tr(F_1odF)U)+m (9)

On considére le cas o 'incrément §F' est dt & un incrément d& de la fonction
placement ¢ du milieu continu. Ce §& correspond & un petit déplacement o du
point matériel X (position du point matériel dans la configuration de référence
du milieu) par rapport a sa position & = ¢ (X )

On a:

F=Vxg
et par conséquent :
0F =Vxéf=Vxu

En considérant 4 comme une fonction de Z, on a :
0 =Vxu=V,ioVxZ=V,tioF

On continue le calcul dans le cas ot @ (X" =X , ce qui simplifie grandement
laffaire. Ona F=R=U=1et J=1dou:

OF =V, u

(8) devient :
V.= Q+6U



comme 0U est symétrique et w antisymétrique, on en déduit :

Vi + Vit

De (9) on obtient l'expression de oU :

OU = (e — tr Vall) + - - -

c’est-a-dire :
oU = €P

2 Cisaillement simple

2.1 Petites déformations

En petites déformations, un tenseur de déformation est par définition un ten-
seur de cisaillement simple 8’il a deux valeurs propres (déformations principales)
opposées (et la troisiéme nulle en dimension 3). En dimension 2 tout tenseur
déviatoire (donc de trace nulle) est un cisaillement simple car tre = €1 + €2, €;
et e étant les déformations principales. En dimension 3, ce n’est plus le cas en
général mais tout tenseur de cisaillement simple est déviatoire. D’autre part,
tout tenseur des déformations déviatoire peut étre décomposé en somme de
deux tenseurs de cisaillement simple en effet, dans une base {€, €5, €3} propre
du tenseur des déformations €, la matrice de la partie déviatoire € de e s’écrit :

e 0 0
gD = 0 & o avec e + b +63D =0
0 0 €
On peut donc écrire €2D = —e{j — e? et par conséquent :
€1 0 0 0 0 0
=1 0 =P 0]+ 0 =€ 0
0 0 0 0 0 D

ce qui montre que €” est la somme de deux cisaillement simple :
D D /> . . o D . - . o
P = (1R —Er®E) + €5 (—C @+ €3 ® E3)

Il est clair que cette décomposition n’est pas unique car on peut aussi bien écrire
€1D:—62D—63D et :

ED:Eg(7€1®€1+é‘2®€2)+63D(751®€1+€3®53)



En dimension 3, la matrice d’un cisaillement simple dans la base propre
{61,52,53} est :

e 0 O
€= 0 — O
0 0 O

Ce qui signifie que la déformation correspondante n’induit aucun changement
de volume (tre = 0) et que la changement de longueur du matériau dans la
direction €5 est 'opposé du changement de longueur dans la direction €.

2.2 Grandes déformations
2.2.1 Une définition du cisaillement simple

Une fagon de généraliser ces caractéristiques de cisaillement simple au cas
des grandes transformations est de définir le cisaillement simple comme 1’état
de déformation pour lequel J =1 (pas de changement local de volume) et 1 est
valeur propre de U (U de la décomposition polaire F' = R o U). Dans sa base
propre {¢, @, C3}, la matrice de U s’écrit donc :

v 0 0

u=|10 L o0 (10)
0 0 1

ce qui donne pour C dans la méme base :

v 0 0

c=|(0 L o0

= ¥
0 0 1

oty = v2.

Les vecteurs dLéy et dLc; joignant respectivement les points matériels de
positions dans la configuration de référence X et X + dLc) et X et X + dLcy
se transforment respectivement en vdLc et ZdLCQ. Si v =1+ € avec € petit
alors les allongements du matériau dans les directions ¢; et ¢; sont donnés
par vdLé; — dLc; et %dLEQ — dLcy soit, & Vordre 1 en €, edLé; et —edLcs.
Ce qui correspond aux allongements diis & un cisaillement simple en petites
transformations. Une autre fagon de voir cela est de développer U a l'ordre 1 en

€, ce qui donne, compte tenu du développement 5 +€ =1l—€e+---:
1 00 e 0 O
U=1010 |+ 0 — O ]+
0 01 0 0 0

A deux dimensions la matrice de U dans sa base propre est :

)

I

Il
7 N
o
S es)



et, d’aprés le paragraphe 1 tout tenseur des déformations & droite se décompose
multiplicativement en une déformation isotrope J'/?I et un cisaillement ﬁU.
Ces considérations sur les déformations des milieux bidimensionnels s’appliquent
aux déformations surfaciques.

2.2.2 Décomposition d’un tenseur déviatoire en cisaillements simples

Soit U un tenseur de déformation (U7 = U) de déterminant égal a 1 (U
conserve le volume). Soit {1, ¢, @} la base des directions principales de défor-
mation, on a donc :

3
U= E Vi ® C;
i—1

soit matriciellement dans la base {é, s, C3} :

U1 0 O
U= 0 v O
0 0 V3
avec v1vovs = 1. On peut écrire vy, = Ullvs, d’ou :
U1 0 0
g = 0 U11U3
0 0 Vs
ce qui se décompose en :
vy 0 O 1 0 0
U=| 0 4 0 0 & 0
0o 0 1 0 0 w3

Il est clair que, comme dans le cas des petites déformations, cette décomposition
n’est pas unique.
2.2.3 Une autre définition du cisaillement

Ashburner et Friston [1] définissent a “shear” comme étant une linéaire trans-
formation du type :

1 g3 @
£ = 0 1 aq1
0 0 1

On peut essayer de déterminer la décomposition polaire de cet F' pour voir

a quelle déformation il correspond.
On calcule C' = £T£ :

1 0 0 1 g3 @ 1 q3 qo
C=1 ¢ 1 0 01 ¢ |=|a 1+4¢ @1 + 243
@2 ¢ 1 0 0 1 © @+tee 1+¢E+46



Tentative de diagonalisation
1—A a3 7
— Al = s 1-X+q3 a1+ 203
q2 G+ 1-A+¢i+¢3

12

soit en posant p=1— A :
I a3 q2

M= ¢ pt+a o+
@ Gt e pta+ 6

I

On a donc :

det (C = Al) = p ((l‘ +a3) (n+ai+a6)— (o + Q2Q3)2)
— g3 (as(W+ai+63) — a2 (@1 +a203)) + @2 (a3 (@1 + ¢203) — a2 (0 +G3))

ce qui donne en développant :

det (C—=AL) = p (p* + (6 + 63 +63)) + 1 ((fﬁ +33) @2 — (01 + 0203)° — ¢ *qg)

—q3 (CJ% + QS) + 4203 (q1 + 4243) + @243 (1 + 4203) — 4303
soit :
det (C = ML) = p (4® + 1 (67 + 65 + 63)) + 1 (G347 — 2019293 — 47 — 45 — 45)
+ 2019203 — 43 43
Ce qui est de la forme :
det (C— ML) = p(p® +ap) —(a+b)p+b
soit, :
det (C = \I) =4 +ap® — (a+b) p+b

ol on a poseé :

a=qi+4¢+4;

b=q1q3 (22 — q1q3)
On remarque que si b = 0 alors p = 0, c’est-a-dire A = 1, est solution de ’équa-
tion det (g — )@ = 0. C’est seulement dans ce cas qu’il existe une direction
principale de déformations pour laquelle il n’y a pas de changement de lon-
gueur, 1 est valeur propre de C donc aussi du tenseur des déformations U (de
F = RoU) qui par conséquent est un cisaillement simple au sens de la définition
2.2.1.

A PART CELA, BOF BOF BOF J’ai essayé de déterminer les valeurs propres
de C' de fagon générale a ’aide de Maxima, c’est horrible et inexploitable.
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